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SULLA GEOMETRIA PROIETTIVA 



In questa Memoria mi propongo di stabilire le proprietà proiettive delle figure, seguendo 
un metodo diverso da quello di v. Staudt, e giovandomi del concetto delle reti geometriche 
esposto da Mòbius nel suo Calcolo baricentrico. Prescindo ancora da ogni ipotesi circa V infinito 
dello spazio, in modo che i risultati possano applicarsi alle tre Geometrie, Y ellittica, Y iperbolica 
e la parabolica di Klein. In questa prima parlo della Memoria considererò le proprietà di po- 
sizione. 

I. 

1. Preliminari. — Lo spazio, varietà a tre dimensioni, è un complesso continuo tripla- 
mente infinito di punti; in esso si contengono le superficie e le linee, varietà a due dimensioni 
e ad una dimensione, complessi continui doppiamente e semplicemente infiniti di punti. Tra le 
linee la retta è caratterizzata dalla proprietà di essere determinata ed unica allorché deve con- 
tenere due punti assegnati dello spazio, e tra le superficie il piano è caratterizzato dalla proprietà 
di essere determinalo ed unico allorché deve contenere tre punti assegnali dello spazio, non ap- 
partenenti ad una linea retta. Segue da ciò che la retta si può considerare come un complesso 
semplicemente infinito costituito dai piani che passono per essa, due dei quali bastano per de- 
terminarla, ed il punto come un complesso doppiamente infinito costituito dai piani che passano 
per esso, tre dei quali bastano per determinarlo; lo spazio poi si può considerare come un com- 
plesso triplamente infinito di piani. Il piano ed il punto sono anche complessi doppiamente in- 
finiti di rette, e lo spazio è un complesso di rette quadruplamente infinito. 

Operazione fondamentale per la costruzione delle figure è il porre immediatamente gli ele- 
menti dello spazio, cioè il punto, la retta ed il piano. Questi elementi saranno posti mediatamente 
allorché s'intenderanno determinati per mezzo di altri elementi posti immediatamente: cosi po- 
nendo due punti (p, ,p.) o due piani (P, ,P,), resta determinala, e quindi posta mediatamente,- 
la retta p,p, , o P,P, , comune ai due punti, o ai due piani; ponendo tre punti (p, ,p, , p,), o Ire 
piani (P, , P, , ?,), si pone mediatamente il piano p, p,p, , o il punto P, P,P,, comune ai tre pun 
ti , o ai (re piani; e similmente con un punto ed una retta (p, R}, o con un piano ed una retta 
(P, r) si pone mediatamente il piano pR comune al punto ed alla retta, o il punto Pr comune al 
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piano ed alla retta; lilialmente con due rette (r, ,r,), o (R, , R.) , che si appoggiano tra loro, si 
pone mediatamente il punto r.r,, o il piano R,R„, comune alle due rette. Postulato della costru- 
zione delle figuro è il ritenere come costruiti un punto, una retta, ed un piano allorché sono po- 
sti mediatamente nel modo suddetto. 

l.o spazio può supporsi o indefinito, o rientrante in se stesso. Volendo stabilire la Geome- 
tria senza decidere sulle due ipotesi possibili, si concepisca lo spazio limitato da una superficie 
(la natura della quale sarà definita quando si tratterà delle relazioni metriche delle figure); si 
potrà poi un tale limile o estendere indefinitamente o togliere del tutto. Elementi proprii dello 
spazio saranno quelli che non oltrepassano il suo limile, ed impropri! quelli al di là di esso; agli 
elementi improprii si attribuirà una esistenza ideate, allo scopo di ottenere generalità ed unifor- 
mità negli enunciali dei teoremi geometrici, i quali, altrimenti, sarebbero soggetti a limita- 
zioni o eccezioni, quando alcuni degli elementi della figura divenissero improprii. 

2. Modo di fissare la posizione di un punto, di una retta, e di un piano.— Per mezzo 
del postulato si può fissare la posiziono di un elemento qualunque dello spazio nel seguente 
modo '). 

Ponendo due soli punti (a , b), o due soli piani (A , B), per mezzo del postulato non si può 
costruire che la retta ab=r, comune ai due punti, o la retta AB ; R , comune ai due piani; nè 
si potrebbe costruire altro elemento diverso da r o R, ponendo altri punti p di r, o altri piani 
P di R. 

Similmente ponendo due sole rette (f , g), o (F , G), che si appoggiano tra loro, non si può 
costruire che il punto fg=p, o il piano FG=P, comune ad entrambe; nè si potrebbe costruire 
altro elemento diverso da p o P ponendo altro rette r o R di p e F. 

Poniamo ora tre punti (a,b,c) non appartenenti ad una stessa retta; con essi si possono 
costruire le rette bc = f, ca=g, ab — b, ed il piano abe— P. Si ponga in P un altro punto qua- 
lunque p,; le retto p, (a , b , e) determineranno con le retto (f , g , h) altri tre punti (a, , b, , c„), e 
di questi le rette comuni (b c„ , c,a , a.b.), determineranno ancora con le slesse rollo (f , g , b) i 
tre punii (a ,b‘,c"), che, come si vedrà in seguilo, apparterranno ad una stessa retta R‘. Le 
rette già costruite daranno nei loro elementi comuni altri punti, per mezzo dei quali si potranno 
costruire altre rette, e quindi con queste altri punti, e così di seguilo, formando una refe geo- 
metrica appartenente al piano P. l'n punto qualunque p, di P si può ritenere, o esallamente o 
con approssimazione indefinita, come un punto della relè; ed infatti, proiettando dai punti(a,b,c) 
i punti p, della rete, che successivamente si ottengono sulle rette p„(a , b , c), e sulle loro ana- 
loghe, come loro elementi comuni con le rctlc analoghe alle congiungcnli dei punii (a, , b. , c,), 
ed olla retta R% lo retle p,(a , b , c) determineranno con lo rette (f . g , h) i punti (a, , b, , c,) , i 
(piali o coincideranno con i punti (a, , b, , c.) comuni alle rette p, (a , b , c) ed (f , g , h), o potran- 
no, come è facile vedere, avvicinarsi ad essi indefinitamente. 

Adunque un punto qualunque p appartenente al piano P si può intendere determinalo costruendo 
con una certa legge una rete geometrica , per modo che , partendo da quattro punti fondamentali 
fa . b . c ; p ) , si jicn iene , mediante una serie finita o infinita di applicazioni del postulato , al punto 
proposto. 

Per fissare una rctla r appartenente al piano P, basterà costruire, per mezzo della rete, due 
punti (p, , pj appartenenti ad r; per semplicità si possono prendere i punti r , g , h). 

Analogamente, poniamo Ire piani (A , B , C) non appartenenti ad una stessa retta; con essi 
si possono costruire le relte BC = F , CA = G , AB - H , ed il punto ABC — p. Si ponga in p un 
altro piano qualunque P.; le retle P. A ,B,G) determineranno con le rollo (F,G ,H) altri tre 
piani (A, , B, ,C), e di questi le retle comuni (B„C, , C,A, , A..B,) determineranno ancora con le 
stesse rette (F , G , H; i tre piani (A „B , C ) , che , come si vedrò in seguito, apparterranno ad 
una stessa retta r*. Le rette già costruite daranno, nei loro elementi comuni, altri piani, per 
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mezzo dei quali si potranno costruire altre rette , e quindi con queste altri piani , c cosi di se- 
guito, formando una rete isometrica appartenente al punto p. Un piano qualunque P, di p sì può 
ritenere, o esattamente o con approssimazione indefinita, come un piano della rete; ed infatti, 
segando i piani (A , B ,C) con i piani P, della rete che successivamente si ottengono intorno alle 
rette P,(A . B , CJ , ed alle loro analoghe , come loro elementi comuni con le rette analoghe alle 
intersezioni dei piani (A, , B, , CJ, ed alla retta r“, le rette P, (A , B , C) determineranno con le 
rette (P , 0 , HJ i piani (A, , B, , C.}, i quali o coincideranno con i piani (A, , B, , C,J comuni alle 
rette P, (A , B , C) cd (P , G , H), o potranno, come è facile vedere, avvicinarsi ad essi indefinita- 
mente. 

Adunque un piuno qualunque P ap/uirtenente al punto p si può intenilere determinata costruendo 
con una certa legge una rete geometrica, per modo che, partendo da quattro jriani fondamentali 
(A ,B ,C ;P,j si pereiene , mediante una serie finita o infinita di applicazioni del postulato, al piano 
proposto. 

Per fissare una retta ^appartenente al punto p, basterà costruire, per mezzo della rete, due 
piani (P, , PJ appartenenti ad R; per semplicità si possono prendere i piani R(F , G , H}. 

Se b’ immagina che i punti p, della rete appartenente al piano P si proiettino da un punto 
qualunque p, non appartenente a P, per mezzo delle rette r,, o pure che i piani P, della rete ap- 
partenente al punto p si seghino con un piano qualunque P, non appartenente a p, secondo le 
rette R, , indicando con (1 , m , n ; r.) lo rette p a , b , c ; p,J, o pure con (L , M , K -, R„J le rette 
P (A , B , C ;P.) si vedrà che una retta qualunque r o R, appartenente al punto p, o al piano P, si può 
intendere determinata costruente con una certa legge una rete geometrica , per modo che, partendo da 

quattro rette fondamentali (1 , m , n ; r„), o (L , M , N ; RJ, si pereiene mediante una serie finita o in- 

finita di applicazioni del jioslulato, alla retta proposta. 

Per lìssare un piano P appartenente al punto p, o un punto p appartenente al piano P, ba- 
sterà costruire, |ier mezzo della rete, due rette (r, ,r,) appartenenti a p , o due rette (R, , R,J ap- 
partenenti a P ; per semplicità si possono prendere le rette P (A , B , C), o le rette p (a , b , c). 

Finalmente , poniamo quattro punti (a , b , c , d) non appartenenti ad uno stesso piano, o 
pure quattro piani (A , B , C , D) non appartenenti ad uno stesso punto. Con essi si possono co- 
struire le rette 

bc =t , ca=g, ab — h , ad=l, bd = m, cd=n, 

o pure le rette 

BC = F, CA = G , AB = H, AD = l, BD = 1I, CD = N, 

ed i piani 

bed— A, cad =B, abd — - C , abc=D, 

o i punti 

BCD — a . CAD — b , ABD = c, ABC = d. 

Si ponga nello spazio un altro punto qualunquop , o un altro piano qualunque P , ed indi- 
chiamo con (a,,b„c„,d,) i punii che le rette p,(a,b.c,d) hanno di comune con i piani [A.B.C.D), 

0 con (A. , B„ , C, , D.) i piani che le rette P (A , B , C , DJ hanno di comune con i punti (a , b , c , d). 

1 piani p.(f,.. .1, . , .) determineranno con le rette (l,...f,...) sei punti, e di questi le rette o 

i piani comuni determineranno con le slcsse rclto altri punii, che, come si vedrà 

in seguito , apparterranno nei piani (A , B , C , DJ a quattro rette (A* , B’ , C" , D') appartenenti ad 
un piano P'; o puro i punti P, (P . .1 ... .) determineranno con le rette (L... . F, . ..) sei piani, 
e di questi le rette o i punti comuni determineranno con le stesse rette (F — L... .) altri piani, 
che, come si vedrà in seguito, apparterranno nei punti (« , b , c , d) a quattro rette fa' , b\ e* , d ) 
appartenenti ad un punto p\ I piani o i punti già costruiti, c le rette già costruite, daranno nei 
loro elementi comuni altre rette, altri punti od altri piani, c quindi con questi elementi se ne 
costruiranno degli altri, c così di seguito, formando una rete geomelnra nello spazio. Un punto 
qualunque p,, o un piano qualunque P,, nello spazio si può ritenere, o esattamente o con ap- 
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prossimazione indefinita, come un punto o un piano della rete; ed infatti, proiettando da (a,b,c,d) 
e da (f,.. .1,...) i punti p, della reto che successivamente si ottengono sulle rette p,(a , b , c , d}, 
e sulle loro analoghe , come loro elementi comuni con i piani analoghi a quelli determinati dai 
punti (p,f . 1 , . . . p„I . f, . . .), ed al piano P", o pure segando con (A , B , C , D), e con (F....L,...) 
i piani P, della rete' che successivamente si ottengono intorno alle rette P,(A , B , C , D) , ed alle 
loro analoghe, come loro elementi comuni con i punti analoghi a quelli determinati dai piani 
(P.F.L, . . . P.L.F, . ..), ed al punto p’, le rette p,{a,b, c ,d) determineranno con i piani (A.B.C.D) 
i punti (a, , b, ,c, , d,) , ed i piani p, (f, ... 1 determineranno con le rette altri 

punti, o pure le rette P, (A , B , C , D) determineranno con i punti (a , b , c , d) i piani (A, , B, , C, , D,), 
ed i punti P,(F,.. .L,. ..) determineranno con le rette (L,...F,...) altri piani; quei punti, o quei 
piani , o coincideranno con i punti (a, , b, , c, , d.) comuni alle rette p, (a , b , c , d) ed ai piani 
(A , B , C , D), e con i punti comuni ai piani p,(f,...l,...) ed alle rette (I,.. .f ,...), opure coin- 
cideranno con i piani {A, , B, , C, , D.) comuni alle rette P, (A , B , C , D) ed ai punti (a , b , c , d), e 
con i piani comuni ai punti P,(F, . ed alle rette (L, .. .F, .. .), o potranno, come è facile 

vedere, avvicinarsi ad essi indefinitamente. 

Adunque un punto qualunque p, o impano qualunque P, nello spazio, si può intendere deter- 
minato costruendo con una certa legge una rete geometrica, per modo che, partendo da cinque punti 
fondamentali (a , b , c , d ; p,) , o da cinque pani fimdamentali (A , B , C , D ; P.) si perviene , mediante 
una serie finita o infinita di applicazioni del postulalo, al punto o al piano proposto. 

Per determinare nello spazio un punto qualunque p,, o un piano qualunque P,, è chiaro che 
basterà determinare prima, per mezzo di reti appartenenti ai piani (A,B,C,D), o ai punti(a,b,c,d}. 
partendo dalle quaterne di punti o di piani fondamentali 

(b,e,d;a„), (c.a.d; b,), (a . b, d ; c„), (a.b.c ; d.), 

(B,C,D;A), (C.A.D; B, ), (A,B,D;C„), (A.B.C; DJ 

i punti (a, . b, . c , d.) che le rette p,{a , b . c , d) hanno di comune con i piani (A , B , C , BJ , o i 
piani (A, , B, , C, , D.) che le rette P,(A , B , C , D) hanno di comune con i punti (a , b , c , d), e poi 
con due qualunque delle rette (aa, , bb, , cc, , ddj, o (AA, , BB , CC, , DD.) si determinerà il punto p, , 
o il piano P.. Invece delle reti di punti appartenenti ai piani (A , B , C , D; , o delle reti di piani 
appartenenti ai punti 'a , b , c , d) si possono adoperare reti di rette appartenenti ad (a , b , c . d). 
o ad (A , B , C , D;. Le prime reti daranno le rette p, (a , b , c , d) , due qualunque delle quali de- 
terminano il punto p, , e le seconde reti daranno le rette P.(A , B , C . D), due qualunque delle 
quali determinano il piano P,. 

Indichiamo con p il punto che è comune alle due rette (c.d„, cd); se partendo dalle quattro 
rette fondamentali p (a , b , c ; d.) , o ciò che torna lo stesso p (a , b , d ; o,), si costruisca una rete 
appartenente al punto p, un piano qualunque della rete determinerà nei piani abe — D ed abd=C 
due rette, che potremo considerare come’rclte corrispondenti in due reti costruite nei piani D e C, 
operando con la stessa legge sui punti fondamentali (a . b , c ; d.) ed (a , b , d ; c.) delle due reti, 
che si faranno corrispondere ordinatamente Ira loro, e sugli elementi omologhi che si deducono 
da essi con l'applicazione successiva del postulato. Quelle rette corrispondenti avranno quindi 
un punto comune p, appartenente alla retta ab=h. Adunque la determinazione dei punti p, della 
retta h, ottenuta in tal modo, è indipendente dalla speciale rete costruita nel piano D o G, ma 
dipende soltanto dalla posizione dei tre punti (a , b ; p„n . h) , e dalla legge con la quale si è ap- 
plicato il postulato sugli clementi dell’ una o dell' altra rete. Per brevità diremo che il punto p. 
di h è determinalo per mezzo della costruzione di una rete geometrica appartenente alla retta h, 
partendo da tre punti foiulameidali (a . b ; p.n . h). 

Similmente, indichiamo con P il piano che è comune alle due rette (C„D, , CDJ; se partendo 
dalle quattro rette fondamentali P(A , B . C ; D„) o ciò che torna lo stesso P (A , B , D ; C.) si co- 
struisca una rete appartenente al piano P, un punto qualunque p, della rete determinerà nei 
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punii ABC = ded ABD = c due relle, che potremo considerare come relfe corrispondenti in due 
reti costruite nei punti dee, operando con la stessa legge sui piani fondamentali (A , B , C ; DJ ed 
(A , B , D ; C„) delle due reti , che si faranno corrispondere ordinatamente tra loro, e sugli cle- 
menti omologhi che si deducono da essi con l'applicazione successiva del postulato. Quelle rette 
corrispondenti avranno quindi un piano comune P, appartenente alla retta AB = H. Adunque la 
determinazione dei piani P, della retta H, ottenuta in tal modo, è ìndipendente dalla speciale rete 
costruita nel punto d o c, ma dipende soltanto dalla posizione dei tre piani (A , B ; P,H .H), e 
dalla legge con la quale si è applicalo il postulato sugli elementi dell' una o dell’altra rete. Per 
brevità diremo che il piano P, di H è determinato per mezzo della costruzione di una rete geome- 
trica appartenente alla retta H , partendo da tre piani fondamentali (A , B ; P.lt . H). 

In modo analogo al precedente si perviene alla determinazione di una retta r, o R, appar- 
tenente insieme ad un punto p e ad un piano P, per mezzo della costruzione, partendo da Ire 
rette fondamentali, di una rete geometrica appartenente a quel punto e a quel piano. 

Segue da queste considerazioni che por determinare nello spazio un punto qualunque p,, o 
un piano qualunque P,, basterà determinare prima, per mezzo di reti appartenenti alle relle 
(f, . . .1, . . .) o (F, . . .1, . ..), partendo dallo terne di punti o di piani fondamentali 

(b , o ; p.l.f)... fa , d ; p.f .l)..., (B , C ; P„L .F)... (A , D ; P.F.l)... 

i punti che i piani p,(I,. . . t, . . .) hanno di comune con lo rette (f, ...1, . . o pure i piani che 
i punti P, (L....F, ...) hanno di comune con le rette (F, . . . L, . . .), e poi da tre di quei punti, o 
di quei piani , dedurre la posizione di p, o di P,. Invece delle suddette reti di punti o di piani 
appartenenti alle rette (t, o (F, .. .L,. . .) si possono considerare invece reti di rette 
appartenenti nello stesso tempo ai punti (* , b , c , d) ed ai piani (A , B , C , D]; con queste reti si 
determineranno nei piani (A , B , C ,0), o nei punti {a ,b ,c , d), le rette che i punti (a,, b, ,c, ,d,), 
o i piani (A, , B, , C, , Dj, hanno di comune con i punti (a , b , c , d), o con i piani (A , B , C , D), e 
da queste relle si dedurrà poi la posizione di p, o di P,. 

Per (issare una retta r, o R, nello spazio, basterà costruire, per mezzo della rete, due punti 
(P. • P,) appartenenti ad r, o due piani (P, ,P,) appartenenti ad R; per semplicità si possono pren- 
dere i punti r(A , B , C , D), o pure i piani R (a , b , c , d). Finalmente per determinare un piano P. 
o un punto p, nello spazio, basterà costruire, per mezzo della relè, tre punti (p, , p ; ,p ( ) appar- 
tenenti a P. o tre piani (P, , P, , P,) appartenenti a p; per semplicità si possono prendere i punti 
P(f,.. . 1....), o i piani p (F, . . .L , ...). 

Un elemento determinato per mezzo di una rete si dirà un elemento razionale o irrazionale 
della rete , secondo che il numero dette costruzioni per giungere ad esso , partendo dagli ele- 
menti fondamentali, è finito o infinito. 

È chiaro che la legge di costruzione della rete, per giungere all' elemento che si considera, 
in generale non è unica; tra i modi diversi di costruzione se nc fisserà uno a piacere; gli altri 
si diranno ad esso equivalenti. 

In una rete di punti p, o di piani P, nello spazio, dopo di over determinato, partendo dai 
cinque elementi fondamentali, cinque punti della rete, quattro qualunque dei quali non appar- 
tengano ad uno stesso piano, o cinque piani della rete, quattro qualunque dei quali non appar- 
tengano ad uno stesso punto, si potranno prendere questi cinque punti, o questi cinque piani, 
per nuovi elementi fondamentali della rete da sostituire ai primitivi. Similmente nelle reti di 
punti p o di rette R appartenenti ad un piano , o pure nelle reti di piani P o di rette r apparte- 
nenti ad un punto, si |>otianno sostituire ni quattro elementi fondamentali primitivi altri quat- 
tro clementi della rete, come nuovi elementi fondamentali, e propriamente quattro punti p della 
relè, tre qualunque dei quali non appartengano ad una stessa retta, o quattro rette R della li- 
te, tre qualunque delle quali non appartengano ad uno stesso punto, o pure quattro piani P della 
relè, tre qualunque dei quali non appartengano ad una slessa retta, o quattro rette r della rete. 


Digitized by Google 



- 6 - 

tre qualunque delle quali non appartengano ad uno stesso piano. Finalmente nelle reti di punti 
o di piani appartenenti ad una retta, o pure nelle reti di rette appartenenti insieme ad un punto 
ed un piano, si potranno sostituire ai tre elementi fondamentali primitivi altri tre elementi della 
rete, come nuovi elementi fondamentali, cioè tre punti, o tre piani, o pure tre rette qualunque 
della rete. 

3. Dualità ed Omografia. — Siano nello spazio (a', b', c', d'; p'„) i punti fondamentali di una 
rete di punti p', ed (A' , B' , C' , D" ; P'J i piani fondamentali di una rete di piani P"; potremo far 
corrispondere i punti della prima rete ai piani della seconda rete in modo che, supponendo cor- 
rispondenti tra loro gli elementi arbitrarii fondamentali indicati con le stesse lettere (a'. A"), 
(to', IT) , (c 1 , C*), (d', B’}, (p'„ . P'J , si considerino poi come corrispondenti gli elementi (p'. , P",) 
delle due reti che si determinano applicando con la tneilcsitna’legge il postulato, prima agli cle- 
menti omonimi fondamentali, ed in seguito agli elementi stessi omonimi delle due reti che si 
andranno cosi successivamente costruendo. Segue evidentemente da questa corrispondenza che 
se (a', , b', , c', , d', ; p',) sono cinque punti della prima rete , ed (A", , B', , C* , B*, ; P’,) sono i cin- 
que piani corrispondenti della seconda rete, ritenute le denominazioni precedenti, saranno rette 
corrispondenti 

(1', . L* ), (n', , H* ), 

piani e punti corrispondenti 

(A'., a',), <B’,,b',). (C',, 0 *,), (B',,d' 1 ), 

ed in generale , variando p', e P", , saranno elementi corrispondenti delle due reti i punti p' che 
le rette p,' (a', , b', , c - , , d',) hanno di comune con i piani (A', , B , . C', , B',) ed i piani P' che le rette 
P”, (A', , B”, , C', , B”, ) hanno di comune con i punti (a*, , b”, , e* , d', ), come anche i punti p' che i 

piani p',(f I ,...r, 1 .. .) hanno di comune con le rette (l' lt ...r ) ed i piani P" che i punti 

P',(P',,...l' ) hanno di comune con le rette (l* , . . ,F” ); adunque se più punti p' della 

prima rete appartengono ad uno stesso piano P' o ad una stessa retta r', i piani corrispondenti P* 
della seconda rete apparterranno ad uno stesso punto p" o ad una stessa retta R", e quindi vi- 
ceversa se più piani P' della prima rete appartengono ad uno stesso punto p' o ad una stessa 
retta R', i punti corrispondenti p’ della secondacele apparterranno ad uno stesso piano P' o ad 
una stessa retta r \ 

Nella possibilità di far corrispondere tra loro gli elementi dello spazio nel modo suddetto 
consiste il principio di Dualità; per esso da ogni proprietà di posizione di una figura se ne de- 
duce un'altra analoga di un’altra figura (la reciproca della prima) scambiando tra loro gli ele- 
menti dello spazio punto e piano. I-a dimostrazione generale di questo principio, per le cose 
dotte, risulta quindi immediatamente dalla costruzione delle reti geometriche. 

Se invece di far corrispondere i punti con i piani in due reti geometriche nello spazio , si 
fanno corrispondere i punti con le retto, o i piani con le rette, in due reti geometriche appar- 
tenenti ad un piano, o ad un punto, si avrà la dualità speciale relativa alle ligure appartenenti 
ad un piano o ad un punto. In modo analogo si può concepire una dualità tra i punti ed i piani 
appartenenti ad una retta, o tra le rette appartenenti insieme ad un punlo cd un piano. 

Essendo (a', b', c', d'; p'.) ed (a', b’, c\ d‘ ; p* ) i punti fondamentali di due reti reciproche 
alla rete che ha per piani fondamentali (A , B ,C , D ; P„), o pure essendo (A', B", C', B' ; P',) ed 
(A", B", C", B"i P'J i piani fondamentali di due reti reciproche alla roto che ha per punti fonda- 
mentali (a ; b , c , d ; p„), si potranno far corrispondere i punti p', o i piani P’, della prima rete 
ai punti p", o ai piani V, della seconda rete, in modo che uno slesso piano P, o uno stesso pun- 
lo p, sia l'elemento corrispondente di p’ e p”, o di P' e P\ nella rete reciproca alle due reti pro- 
poste. Si avrà allora cvidonlemcntc che se più punti p' della prima rete appartengono ad uno 
stesso piano P' o ad una stessa reità r', o pure se più piani P' della prima rete ap|>arlengono ad 
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uno slesso punto p' o ad una stessa retta R’, i punti corrispondenti p” della seconda rete appar- 
terranno ad uno stesso piuno P* o ad una stessa retta r", o pure i piani corrispondenti P’ della 
seconda rete apparterranno ad uno stesso punto p" o ad una stessa retta R”. 

Nella possibilità di far corrispondere tra loro gli elementi dello spazio nel modo suddetlo 
consiste l’ Omografia ; la dimostrazione generale dell’ esistenza delle ligure omografiche risulla 
quindi anche immediatamente dalla costruzione delle reli geometriche. 

Se invece di due reti reciproche ad una terza, nello spazio, se ne considerano due recipro- 
che ad una terza, ed appartenenti ad un piano o ad un punto, si stabilirà l’omografia dello figure 
appartenenti ad un piano o ad un punto. In modo analogo «i stabilirà Tomografia delle figure 
costituite dai punii o dai piani appartenenti ad una retta, e dalle rette appartenenti insieme ad 
un punto ed un piano. 

Si può stabilire Tomografia direttamente, senza fondarla sul principio di dualità. Basterà 
per ciò, fissati gli elementi fondamentali (a', b',c',d';p' ). (a",b",o’,d";p'’„), o pure(A.B',C',D';P'„), ^ . 
(A”, B', C”, D”; P", ) , di due reli di punti, o di piani, far corrispondere Ira loro i punti (p', p’) , o 
i piani (P', P”), delle due reti in modo che, supponendo corrispondenti gli elementi fondamen- 
tali indicali con le stesse lellere (a' , a”), (b', b"), (c', c’)> (d', d'), (p'., p'J, o pure (A', A'), (p'.B*), 

{C', C’), (D\ D"), (P'„ . P'„), si considerino poi come corrispondenti gli elementi (p', , p",), o (P', , P’,), 
delle due reti che si determinano applicando con la medesima legge il postulalo, prima agli ele- 
menti omonimi fondamentali, ed in seguito agli elementi stessi omonimi delle due reti che si 
andranno cosi successivamente costruendo. 

In modo analogo si può procedere per stabilire direttamente Tomografia delle figure ap- 
partenenti ad un piano o ad un punto, e per Tomografia delie figure costituite dai punii o dai 
piani appartenenti ad una retta, e dalle rette appartenenti insieme ad un punto ed un piano. 

Il sistema delle proprietà delle figure omografiche costituisce la Geometria proiettiva. 

f. Proprietà fondamentali della dipendenza proiettiva. — La dipendenza fra gli ele- 
menti corrispondenti di due figure omografiche nello spazio è del tulio determinala allorché si 
stabiliscono arbitrariamente cinque coppie di punti o di piani corrispondenti, come clementi 
fondamentali delle due reti con le quali si costruiscono le due figure, purché in ciascun gruppo 
degli elementi fondamentali quadro punti non appartengano ad uno stesso piano, o quattro piani 
non appartengano ad uno stesso punto. Segue da ciò che le due figure non potrebbero avere, 
senza identificarsi interamente, cinque punti, o piani, comuni, cioè punti o piani omologhi tra 
loro coincidenti ; infatti se ciò fosse , considerando questi cinque punti , o questi cinque piani, 
come clementi fondamentali comuni delle due reti, ogni punto o piano della prima rete coinci- 
derebbe evidentemente col punto o col piano corrispondente delta seconda. Adunque r lue figure 
omografiche nello spazio sono determinate da cinque coppie di punti o ili piani corrispondenti : se le due 
figure hanno cinque punti comuni, quattro qualunque dei quali non appartengano ad uno stesso piami, 
o cinque piani comuni, quattro qualunque dei quali non appartengano ad uno slesso punto, esse sa- 
ranno coincidenti o identiche. 

Considerando invece l'omografia delle figure appartenenti ad un piano, o ad un punto, si 
vedrà che due figure omografiche appartenenti ad un piano, oad impunto, sono determinate da quat- 
tro coppie di elementi corrispondenti (punti o rette, piani o rette); se le due figure hanno quattro punti 
comuni, tre qualunque dei quali non appartengano ad una stessa retta, o quattro rette comuni, tre qua- 
lunque delle quali non appartengano ad uno stesso punto, opure hanno quattro piani comuni, tre qua- 
lunque dei quali non appartengano ad una stessa retta , o quattro rette comuni, tre qualunque delle 
quali non appartengano ad uno stesso piano , esse saranno coincidenti o identiche. 

Finalmente due figure omografiche costituite dai punti o dai piatti appartenenti ad una retta . <> 
pure dalle rette appartenenti insieme ad un punto ed un piano, sono determinate da tre coppie di eh 
menti corrispondenti (punti, piani, o rette); se le due figure hanno tre punti o tre piani comuni, o pin e 
tre rette comuni, esse saranno coincidenti o identiche. 

Essendo (P’ , P") o (p\ p") una coppia di piani o di punii corrispondenti di due figure oniu- 
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grafiche nello spazio, gli elementi corrispondenti ijelle due figure, punti e rette, o piani e rette, 
appartenenti a (P'.P*), o a (p',p*), si potranno determinare costruendo due reti geometriche 
appartenenti a (P\ P"), o a (p', p"), dopo di aver fissate quattro coppie di elementi corrisponden- 
ti, come clementi fondamentali delle due reti, purché in ciascun gruppo degli clementi fonda- 
mentali Ire punti, o tre piani, non appartengano ad una stessa retta, e tre rette non apparten- 
gano ad uno stesso punto o ad uno stesso piano. Si avranno quindi in (P' , P'), o in (p\ p’), due 
figure omografiche. Segue da ciò che se (P'.P') coincidessero in uno stesso piano P, o (p',p”) 
coincidessero in uno stesso punto p, vale a dire se P, o p, fosse un piano o un punto comune 
delle due figure omografiche proposte, queste figure non potrebbero avere, senza identificarsi 
mPop, quattro punti o quattro rette comuni appartenenti a P, o purequattro piani o quattro 
rette comuni appartenenti a p. Se poi (r',r*), o (R',R*), è una coppia di rette corrispondenti di 
due figure omografiche nello spazio (o pure di due figure omografiche appartenenti ad un punto 
o ad un piano) gli elementi corrispondenti delle due figure, punti o piani (o pure piani o punti) 
appartenenti ad (r’,r*), o (R',R*), si potranno determinare costruendo due reti geometriche ap- 
partenenti ad (r’.r'), o(R',R T ), dopo di aver fissate tre coppie di elementi corrispondenti, come 
elementi fondamentali delle due reti. Si avranno quindi in (r',r*), o (R',R'), due figure omo- 
grafiche. Segue da ciò che se (r' , r*) , o (R' , R") , coincidessero in una stessa retta r o R , vale a 
dire se r o R fosse una retta comune delle due figure omografiche proposte , queste figure non 
potrebbero avere, senza identificarsi inr oR, tre punti o tre piani (o pure tre piani o Ire punti) 
comuni appartenenti ad r o R- Analoghe considerazioni valgono per le rette corrispondenti (r', r"), 
o (R’ , R’), delle due figure omografiche proposte appartenenti insieme ai punti e piani corrispon- 
denti (p',p"), (P'.P’). 

Come per mezzo di reti geometriche si sono costruite le figure omografiche, così, vicever- 
sa , sarà facile vedere elio due figure omografiche dònno luogo alla costruzione di reti geome- 
triche. 

B. Elementi armonici. — Siano (a , b , c ; d„) quattro punti di un piano D, tre qualunque dei 
quali non appartengano ad una stessa retta, ed indichiamo al solito con(f,g,ta)le rette (bc.ca, ab). 
Siano poi (d'.d') due punti qualunque non appartenenti a D, e (p’„ . p'.) due altri punti arbitra- 
rli, appartenenti rispettivamente alle rette (d’d, , d*d,); poniamo d'a=l',d1i=in'. d'c = n' , d'a = l", 
d*b--m", d'e-n*. Considerando (a , b , c , d’ ; p .) cd (a , b , c , d'; p*,) come gli elementi fonda- 
mentali corrispondenti di due reti per la costruzione di due figure omografiche , queste figure 
avranno nel piano comune D quattro elementi comuni (a , b , e ; d,), sicché saranno su quel piano 
coincidenti o identiche , quindi due retto o due piani corrispondenti qualunque avranno di co- 
mune col piano D uno stesso punto, o una stessa retta. Adunque, essendo (p’.f.l.p'.S . m', p'.b.n ) 
e (p'.f . l'.p’.B ■ m", P'.h • “') terne di punti corrispondenti, le coppie delle loro rette comuni 
corrispondenti determineranno con le rette (f ,g , h) Ire punti, e questi apparterranno alla ret- 
ta D" che i piani corrispondenti determinati da quelle terne di punti hanno di comune col piano D. 
Ora indicando con (a'. , b'„ , c'J cd (a', , b'„ , c'J i punti che le rette p'„(a , b , e) o p*„(a , b , c) hanno 
di comune con i piani d'(f ,g , b) e d*(f , g , h), è facile vedere che i punti D‘(f ,g , h) della retta D' 
sono i punti che le rette (f , g , b) hanno di comune con le congiungenti dei punti (ba',.n',ca',.m'), 
(cb', . 1', ab’, . n'), (ao'„ . m',bc'. . n') , o pure con le congiungenti dei punti (ba". . n", ca'. . m"), 
(eh". . 1', ab*, , n'), (ac*. . m”, be' . n'); adunque i punti D (f , g , h) rimanendo gli stessi qualun- 
que siano i punti (d'.p'J o (d'.p'J, che hanno servito a determinarli, se si considera il limite 
in cui d' o d* coincide con uno dei punti ( a , b , c) , c p', o p". coincide con un punto qualunque 
di una delle rette d.(a , b , c), (o con lo stesso punto d,), si vedrà che i punti D' (f , g , h) sono i 
punti che le rette (f,g,h) hanno di comune con le congiungenti dei punti (bd, . g , cd, . h), 
(cd, . h , ad, . f) , (ad, . f , bd, . g). I punti D (f , g , b) , i quali non dipendono rispettivamente che 
dalle sole posizioni dei punti (b . c , ad . f) , (c , a , bd. . g), (a , b , cd, . b) , poiché rimangono gli 
stessi qualunque siano le coppie di punti (a , dj, (b , dj, (c , d„) che si adoperano per determi- 
narli, si dicono i punti coniugati armonici di ad , f, bd . g , cd . h rispetto alle coppie (b , c), (c , a i, 
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(a ,b). La rella D,, alla quale appartengono i suddetti tre punii, si dice la retta armonica di d 
rispetto alla terna di punti (a , b , c). 

Similmente siano (A , B , C ; D„) quattro piani di un punto d, tre qualunque dei quali non ap- 
partengano ad una stessa retta, ed indichiamo al solito con (F,G,H) le rette (BC.CA. AB). 
Siano poi (D', D’) due piani qualunque non appartenenti ad, e (P', , P’,) duo altri piani arbitra- 
rti, appartenenti rispettivamente alle rette (D'D„ , D’D.); poniamo D A-- L’ , DB = H’ , DG=N', 
D'A=L', D’B=M", D*C=JI". Considerando (A , B , C , D' ; P’„) ed (A , B , C , D’; P’,) come gli cle- 
menti fondamentali corrispondenti di due reti per la costruzione di due figure omografiche, 
queste figure avranno nel punto comune d quattro clementi comuni (A,B,C;D„), sicché sa- 
ranno in quel punto coincidenti o identiche, quindi due retle o due punti corrispondenti qua- 
lunque avranno di comune col punto d uno stesso piano, o una slessa retta. Adunque, essendo 
(P'.P . L', P'.G . M , PH . N') e (P"„F . L\ P'.G . P’„H . H”) terno di piani corrispondenti, le cop- 
pie delle loro rollo comuni corrispondenti determineranno con le rette (F . G , H) tre piani , e 
questi apparterranno alla retla d‘ che i punti corrispondenti determinali da quelle lemc di piani 
hanno di comune col punto d. Ora indicando con (A'„ , B’„ , C'.) ed (A“„ , B"„ , C".) i piani clic le 
rette P'„ (A , B , C) e P"„(A , B , C) hanno di comune con i punti D' (F , G , H) e D" (F , G , H) , è fa- 
cile vedere che i piani d"(F,G ,H) della rella d” sono i piani che le rette (F.G.H) hanno di co- 
mune con le intersezioni dei piani (BA'„.H',CA'..M'), (CB'..t', AB'„.H'), (AC', . M . BC', . H'), o pure 
con le intersezioni dei piani (BA". . N', CA", . M") , (CB*, . L", AB", . N'), (AC', . M', BC’, . H"); adun- 
que i piani d"(F , G , H) rimanendo gli stessi qualunque siano i piani (D', P'„)o(D\ P'„) clic hanno 
servilo a dclcrminarli, se si considero il limito in cui D'oD’ coincide con uno dei piani (A , B , C), 
e P'„ o P", coincide con un piano qualunque di una delle rollo D„(A , B , C), (o con lo stesso pia- 
no D,}, si vedrà che i piani d (F , G , H) sono i piani che le relte (F , G , H) hanno di comune con 
le intersezioni dei piani (BD . G,CD . H), (CD, . H , AD, . F), (AD, . F , BD .. G). I piani d„(F,G,H). 
i quali non dipendono rispettivamente che dalle sole posizioni dei piani (B . C , AD . F) , 
(C , A , BD, . G) , ( A , B , CD, . H ) , poiché rimangono gli stessi qualunque siano le coppie di piani 
( A , D„), (B,D), (C , D,} che si adoperano per dclcrminarli, si dicono i piani coniugati armonici di 
AD, . F , BD, . G , CD . H rispetto alle coppie (B . CJ, (C , A), (A , B). La rella d’, alla quale apparten- 
gono i suddetti Ire piani, si dice la retta armonica di D" rispetloalla terna di piani (A,B,C). 

Con analoghe considerazioni si definirà, in un sistema di rette appartenenti insieme ad un 
punto ed un piano, la rella coniugala armonica di un' altra rella rispetto ad una coppia di ielle, 
ed in un piano, o in un punto, il jnmto, o il piano, armonico di una retla rispetto ad una terna 
di retle. 

Siano ora (a . b , e , d) quattro punti non appartenenti ad uno slesso piano, o (A , B ,C , D) 
quadro piani non appartenènti ad uno slesso punto. Sia p o P , un altro punto, o un altro piano 
qualunque, e ritenendo le solite denominazioni, indichiamo con (a , b. , c. , d ) i punii che le ielle 
p,(a , b , e , d) hanno di comune con i piani (A , B , C . D), o con (A, , B, , C, , D,) i pioni che le retle 
P, ( A , B . C , D) hanno di comune con i punti (a , b , c , d). I sei punii p‘ coniugali armonici dei 
punti (p„l . f , . . . p, f . 1 , . . .) rispetto alle coppie di punti (b , c) , . . . (a , di ... . apparterranno a I re 
a tre alle quadro rette H‘, (A* . B . C", D), che nei piani (A , B , C , D) sono le rette armoniche di 
(a, , b, , c, , d J rispetto alle terne di punti (b , c , d), (c . a , d), (a , b , dì, (a , b , o), ni sei piani P 
coniugati armonici dei piani (P.L . F, . , . P,F . L, . . . .) rispetto alle coppie di piani (B,C), . . . 
(A , D), . . . apparterranno a tre a Ire alle quadro rede r", (a, . b, , c, , d.j, che nei punii (a , b , c . di 
sono le rette armoniche di (A, , B, , C, , D) rispedo alle lemc di piani (B,C,D), (C, A. Di, i’A.B ,D), 
(A , B , Cj: quindi quei punti p' e quelle rede Jt" apparterranno ad uno stesso piano P che si dice 
il piano armonico di p. rispedo alla qualerna di punii (a , b , c , d), o quei piani P c quelle rette r 
apparterranno ad uno stesso punto p’che si dice il punto armonico di P, rispetto alla quaterna di 
piani (A , B , C . D). 

K facile vedere, per lo cose dello , che in due figure omografiche nello spazio i piani , o i 
punii, armonici di due punti, o di due piani, corrispondenti, rispetto a quaterne corrispondenti 
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- io- 
di punti o di piani, sono anche elementi corrispondenti; in due figure omografiche, appartenenti 
ad un piano o ad un punto, le rette armoniche di due punti, o di due piani, corrispondenti, ri- 
spetto a terne corrispondenti di punti, o di piani, o pure i punti, o i piani, armonici di due rette 
corrispondenti, rispetto a terne corrispondenti di rette, sono anche elementi corrispondenti; fi- 
nalmente in due figure omografiche costituite da punti , o da piani , appartenenti ad una retta, 
o puro da rette appartenenti insieme ad un punto ed un piano, a coppie di elementi coniugati 
armonici nella prima figura corrispondono anche coppie di elementi coniugati armonici nella se- 
conda figura. 

Dalle proprietà fandamenlali delle figure omografiche esposte finora , ed ottenute con la 
considerazione delle reti geometriche, si possono dedurre con metodo sintetico le altre proprietà 
proiettive dello figure. Vedremo in seguito come per mezzo delle reti geometriche potremo an- 
che coordinare a ciascun elemento dello spazio alcuni numeri che ne determinano la posizione, 
e quindi trattare con metodo analitico la Geometria proiettiva. 
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